Filtros e Ultrafiltros
Douglas de Araujo Smigly

Definigao 1. Seja X um conjunto. Uma dlgebra de conjuntos é uma familia A de sub-
conjuntos de X tais que

(2) 0,X € A;
(i1) AL Be A= ANDB e A;
(11) Ac A= X\Aec A
Uma familia de conjuntos B ¢ centrada se ByN...N B, # 0, By,...,€ B,n € w.

Definigao 2. Seja A uma élgebra de conjuntos em X. Uma familia 7 C A é chamada
de filtro se

(i) V¢ F, X eF;
(i1) A, Be F=ANBeF,
(1919) Ac F={BecA: ACB}CF.

Se F é um filtro em P(X), diremos que F é um filtro de X. Um filtro que é maximal
com respeito a inclus@o (isto ¢, nao esta contido propriamente em nenhum outro filtro) é
chamado wultrafiltro.

Se Nacr A =0, o filtro é dito livre.

Filtros sao muito tteis parafazereafé em diversas construgoes matematicas em Topologia,
Teoria dos Conjuntos e Teoria dos Modelos. Vamos ver alguns exemplos de filtros.

Exemplo 1. Seja X = {a,b,c}. Entao, o conjunto

F = {{a}.{a.0}. {a.b.c}}

¢ um filtro de P(X). De fato, ) ¢ F e X € F. Além disso, {a} N{a,b} = {a}N{a,b,c} =
{a} € F e {a,b} n{a,b,c} = {a,b} € F. Finalmente, note que:

& {a} e F={BeP(X):{a} C B} ={{a},{a,b},{a,b,c}} C F;
& {a,b} e F={BeP(X):{a,b} C B} ={{a,b},{a,b,c}} CF,
¥ {a,b,c} e F={BeP(X):{a,bc} CB}={{a,bc}} CF.

Exemplo 2. Seja X = {a,b,c}. Entao, o conjunto

F ={{a},{a,b},{a,c}{a,b,c}}

¢ um filtro de P(X), com verificagdo analoga a do exemplo anterior. Além disso, ele é um
ultrafiltro principal, e é centrado em {a}.



Exemplo 3. Seja X = N. O conjunto
§={ACN:(N\A)é finito.}

é um filtro do reticulado (P(N), C). Note que ) ¢ F e N € §, pois N\ ) = N nao é finito,
enquanto N\ N = () é. Sejam A, B € §. Entao, N\ A e N\ B sao finitos. Pelas Leis de
De Morgan,

N\ (ANnB)=(N\A)U N\ B)

é finito, pois é uniao de dois conjuntos finitos, o que implica AN B € §. Se A € §, entao
N\ B é finito V B D A. Logo, é claro que {B € N: A C B} contém apenas conjuntos
com complementar finito, que pertencem a §.

Logo, § é um filtro, conhecido como filtro de Fréchet ou filtro cofinito. Este é um exemplo
de filtro livre que nao é um ultrafiltro.

Exemplo 4. Seja X um conjunto nao-enumeravel. Considere
& ={ACX:(X\A) éenumeravel.}

Entao, & ¢ um filtro de P(X).
Deixamos a verificagao dos detalhes para o leitor.

Exemplo 5. Seja a € N. Entao
F.={AeP(N):ac A}
¢ um ultrafiltro que nao é livre.

Pode-se notar que nenhum exemplo de ultrafiltro livre foi fornecido acima. Apds uma
exaustiva busca, nenhum exemplo de filtro que satisfizesse essa condi¢ao foi encontrado.
Poderiamos suspeitar que tal tipo de filtro nao existe.

Apesar de nao ser conhecido um exemplo explicito de ultrafiltro livre, podemos usar o
Axioma da Escolha para provar que tal filtro existe. A existéncia de ultrafiltros livres é
de crucial importancia para a construcao dos niimeros reais nao-standard.

Teorema 1. Todo ultrafiltro livre em N pode ser extendido para um ultrafiltro livre em N.

Demonstracao. Seja Fy um filtro em N e denote S o conjunto de todos os filtros livres em
N contendo Fy,
S={F:Fy CFeF éun filtro livre.}

Observe que S # (), pois Fy € F. Introduziremos uma ordem parcial em S com a inclusao
natural. Seja C uma cadeia em S, tal que VF;, € C, ou F; C F; ou F; C F;. Seja
G = Uzee F- Vamos mostrar que G € S, ou seja, que G ¢ um filtro livre que contém F.

Afirmagao. G = Uz F € um filtro.

Prova. Basta mostrar que G satisfaz as condi¢oes da definicao 2.

® ) ¢ GeNeG. Suponha por absurdo que ) € G. Como G = |Jx.. F, existe algum
F € C tal que ) € F, uma contradi¢ao, ja que F é um filtro livre.

& SeABeG=ANBeG Como A, Bec(,entao A€ F; e B € F; para algum F;
e algum F; em C.

Como C ¢ uma cadeia, AN B € F;NF;, e F; UF; também ¢é um filtro, o que implica
ANBeg.



YAcG={BeN:ACB}CG. Seja X €GeY e P(N). Suponha X C Y. Entao,
X € F, onde F estd na uniao de G. Ja que F é um filtro livre e X C Y, entao
Y € F. Consequentemente, Y estd em G.

Afirmagao. O filtro G = Jz., F € livre.

Prova.  ® Vamos mostrar que (] ,.5 A = 0.

Suponha por absurdo que, para algum n € N,
n e ﬂ A
Entao (Vx € G)(n € N), o que implica que para algum F em C, temos

n e ﬂA,

o que é uma contradi¢ao, pois F é um filtro livre.
m

Essas duas afirmacgoes nos permite concluir que G € S. Entao, para qualquer cadeia em S
existe uma cota superior G.

Utilizando o Lema de Zorn, sabemos que S contém um elemento maximal, digamos 7T .
Por construcao, sabemos que Fy C T, o que prova que todo filtro livre pode ser extendido
para um ultrafiltro livre. n

Vamos ver algumas propriedades e caracteriza¢oes importantes dos ultrafiltros.

Teorema 2. Considere X # () e A uma dlgebra de conjuntos de X. Sejam Ay, Ao, ..., A, €
A, tais que
AUA,U...UA, €U,

onde U € um ultrafiltro de X. Entao, A; € U para ao menos um valor de i. Além disso,
se 0s conjuntos forem mutuamente disjuntos, entao A; € U para exatamente um 1.

Demonstragao. Seja Ay U Ay € U. Suponha por contradigao que nem A; € U e nem
Ay € U. Observe que
G={XeAAAUX elU}

também é um filtro em X. Além disso, i/ C G. EU C G porque Ay € G\U, o que contradiz
a maximalidade de Y. Se Ay N Ay =0 e Ay, Ay € U implica que () € U, uma contradicao.
Vamos concluir a propriedade desejada utilizando inducao. O caso base n = 2, foi feito
acima.

Suponha que a afirmagao seja vélida para n = k, ou seja, para Ay, As, ..., Ay, € P(N),
AT UAU...UA, €U, existe ao menos um ¢ tal que A; € U.

Entao, para Ay, Ag, ..., Ags1 € A, AU Ay U ... U Agyq € U, pela hipotese de indugao,
sabemos que existe ao menos um ¢ tal que A; € U para 1 < i < k. Como

(A1UA2U...UAk)UAk+1:A1UA2U...UAk+1 eu

segue o resultado. O]



Teorema 3. Seja X um conjunto nao-vazio e A uma dlgebra de conjuntos de X. Con-
sidere F um ultrafiltro em N. Sao equivalentes:

(i) F é mazimal (ultrafiltro).
(ii) Para todo A € A, entao A€ F ou X \ A€ F.

Demonstragao. (1) = (ii) Seja A € A. Se A € F, nao hé o que fazer. Se A ¢ F, entédo
AUX\A) =XeF, e AN (X \A) =0.

Faga By = Ae By = X \ A. Entao By, By € Ae B; U By € F. Pelo Teorema 2, existe
ao menos um 7 < 2 tal que B; € F. Como B; N By = (), existe exatamente um 7 tal que
B; € F. Como By = A ¢ F, segue que B, € F.

(ii) = (i) Suponha por absurdo que F nao ¢ maximal. Entdo, F estd propriamente
contido em algum filtro livre G. O complemento de G\ F ira consistir de algum conjunto
B € G onde B ¢ F. Por hipotese, X \ B € F. Como F C G, isso implica que ambos B e
X \ B estao em G. Entdo como G é fechado para intersecgdes por ser um filtro,

BNn(X\B)=0eg

o que é um absurdo. Logo, F é maximal.

]

O resultado abaixo nos permitira checar com facilidade se um filtro &/ de N é um ultrafiltro
livre.

Teorema 4. Seja
F.={ACN: (N\ A) é finito.}

o filtro de Fréchet.
Um ultrafiltro U em N € livre se e somente se %, C U.

Demonstragao. (=) Seja Y um ultrafiltro livre em N. Suponha por absurdo que . %, € U.
Issso implica que existe um S € %, tal que S ¢ U. Pelo Teorema 3, se S ¢ U, entao o
conjunto finito N\ § esta em U, contradizendo que U é um filtro livre.

(<) Seja U um ultrafiltro em N tal que .%,, C U. Suponha por absurdo que U nao é livre.

Entao, 9 a € N tal que
a€ ﬂUQ ﬂU:@
Ueu Ueu

uma contradigao. O]

Dizemos que um ultrafiltro 8 em X é principal se pode ser escrito da forma
P={AecX|reA}
para algum x € X. Caso contrario, P é chamado ndao-principal.

Proposicao 1. Seja X um conjunto infinito. Entao existe um wultrafiltro nao-principal
em X.

Demonstragao. Seja

F={ACX:|X\ A <N}

Esta familia é um filtro. Todo ultrafiltro extendendo .%# é nao-principal. n



Dado um conjunto X, denotamos por X a familia de todos os ultrafiltros de X e por
£*X a familia de todos os ultrafiltros nao-principais de X.

Dado um filtro, vamos agora ver maneiras de ordenar seus elementos, como a pré-ordem
de Rudin-Keisler

Definigao 3 (Ordenagao de Rudin-Keisler). Se ¢« é um ultrafiltro em P(X), e ¥V um
ultrafiltro em P(Y), entdo V > gk U se existe uma funcao f: X — Y tal que

ZeVe fHAecu

VZ CY.
U eV sao Rudin-Keisler equivalente se existem conjuntos A € U e B € V e uma bijecao
f: A — B que satisfaz as condi¢oes acima. Utilizamos como notacao U =gx V.

Sabe-se que =gk ¢é o kernel de <gg, isto é, U =gk V se, e somente se, V >px U €

U>pr V.
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